Tépicos de Pontos Interiores

Porfirio Sufiagua Salgado

IMECC

A
(.\'

UNICAMP

Campinas-SP, Maio 2013

]

iMECC

Porfirio Sunagua S. (IMECC) Pontos Interiores Campinas - 2013 1/39



@ Programagio Linear
Regiao Factivel
Pontos Interiores
Precondicionadores
Método de Pontos Interiores
Meétodo Preditor-Corretor

«O» «Fr « =



@ Programagéo Linear
Regiao Factivel
Pontos Interiores
Precondicionadores
Método de Pontos Interiores
Meétodo Preditor-Corretor

@® Solugido de Sistemas no MPI

IMECC
«O>» «Fr «=» «=)>» E Q@™

Métodos diretos e iterativos



@ Programagéo Linear
Regiao Factivel
Pontos Interiores
Precondicionadores
Método de Pontos Interiores
Meétodo Preditor-Corretor

@ Solucéo de Sistemas no MPI

IMECC
«O>» «Fr «=» «=)>» E Q@™

Métodos diretos e iterativos

@© Problema PL penalizado
Parametro de penalizagdo



Contetudo

Conteudo

Métodos diretos e iterativos
> b ® Problema PL penalizado
Regidio Factivel Parametro de penalizagdo

Pontos Interiores @ Resultados Numéricos
Precondicionadores PCx

Método de Pontos Interiores
Método Preditor-Corretor

@ Programagio Linear

@® Solucéo de Sistemas no MPI

Porfirio Sunagua S. (IMECC) Pontos Interiores Campinas - 2013 2 /39



Contetudo

Conteudo

Métodos diretos e iterativos
> b ® Problema PL penalizado
Regidio Factivel Parametro de penalizagdo

Pontos Interiores @ Resultados Numéricos
Precondicionadores PCx

Método de Pontos Interiores
Método Preditor-Corretor

@ Programagio Linear

@ Conclusodes

@® Solucéo de Sistemas no MPI

Porfirio Sunagua S. (IMECC) Pontos Interiores Campinas - 2013 2 /39



Contetudo

Conteudo

Métodos diretos e iterativos
> b ® Problema PL penalizado
Regidio Factivel Parametro de penalizagdo

Pontos Interiores @ Resultados Numéricos
Precondicionadores PCx

Método de Pontos Interiores @ Conclusdes
Método Preditor-Corretor 0 Bibliografia

@ Programagio Linear

@® Solucéo de Sistemas no MPI

Porfirio Sunagua S. (IMECC) Pontos Interiores Campinas - 2013 2 /39



Contetudo

Conteudo

Métodos diretos e iterativos
® Problema PL penalizado

Parametro de penalizagdo
O Resultados Numéricos

@ Programagio Linear
Regiao Factivel
Pontos Interiores

Precondicionadores PCx
Método de Pontos Interiores @ Conclusdes
Método Preditor-Corretor 0 Bibliografia

@® Solucéo de Sistemas no MPI @ Agradecimento

Porfirio Sunagua S. (IMECC) Pontos Interiores Campinas - 2013 2/39



@ Programagao Linear
Regiao Factivel
Pontos Interiores
Precondicionadores
Método de Pontos Interiores
Método Preditor-Corretor

® Solucao de Sistemas no MPI

Métodos diretos e iterativos
® Problema PL penalizado
Parametro de penalizagdo
@ Resultados Numéricos
PCx
@® Conclusodes
0 Bibliografia
@ Agradecimento

«O0>r <Fr <« «=>» E YA



Solucéao Factivel

hetodo Grafico

Ejemplo FICTICIA, S A,
Maximize z = 5.0x1 +4.0x2

zubject to

[1] 6Dxl+ 4D0x2¢= 240

(2] 1.0s1+ 20x2<= 6.0

[3] 10«1+ 10x2<= 1.0

(4] DOx1+ 10x2<= 20
all xj>=0

Porfirio Sunagua S. (IMECC)
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Optimal Solution
Objective value = 21.0
x1=30

x2 =158

Optimum

Espaciode Solucidn
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@ 1996 Método de Muiltiplas Corre¢des, Gondzio
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Programacgao Linear ~ Pontos Interiores

Comparacao: Simplex vs. Pontos Interiores

@ Ambos métodos sdo eficientes na pratica
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Regido Factivel
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Comparacao: Simplex vs. Pontos Interiores

@ Ambos métodos sdo eficientes na pratica

@ Simplex: Muitas iteragdes para convergir, mas elas sdo baratas
@ Pontos Interiores: Poucas iteragdes, mas eles sdo caras

@ O método de Karmarkar sé tem interesse na histéria
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@ Primal - Dual

Min c’x Max by
sa. Ax=D & sa. Aly+z=c (1)
x>0 z>0
IMECC
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Programacgao Linear ~ Pontos Interiores

Problema PL (Primal-Dual)

@ Primal - Dual

Min cTx Max bly
sa. Ax=b & s.a. ATy +z=c @)
x>0 z>0

@ Para este problema, as condi¢des de otimalidade KKT de primeira
ordem sdo um sistema ndo linear de equagdes

Ax=0b, Aly4+z=c, XZe=0 )

X = diag(x), Z = diag(z),e € R" é o vetor de uns, x > 0ez > 0.
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@ Primal - Dual

Min cTx Max bly
sa. Ax=b & s.a. ATy +z=c @)
x>0 z>0

@ Para este problema, as condi¢des de otimalidade KKT de primeira
ordem sdo um sistema ndo linear de equagdes

Ax=0b, Aly4+z=c, XZe=0 )

X = diag(x), Z = diag(z),e € R" é o vetor de uns, x > 0ez > 0.
@ Sistema Aumentado - Sistema Normal:

—-D1 AT dx r
(N5 (2) o

D = Z~'X e dx, dy direcdes de Newton IMECC
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Programacéo Linear ~ Precondicionadores

Precondicionador Gondzio et al

@ A = [B,N], D = diag(Ds, Dy), supondo que D5 ' ~ 0e Dy ~ 0
D;! BT BT
- ~ -1
K= Dy' NT| = | Dy NT
B N B N
ADAT = BDgBT + NDyNT ~ BDgBT

e

iMECC
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B N B N
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@ Precondicionador proposto para o sistema aumentado é
BT
P= Dy' NT
B N
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Programacéo Linear ~ Precondicionadores

Precondicionador Gondzio et al

@ A = [B,N], D = diag(Ds, Dy), supondo que D5 ' ~ 0e Dy ~ 0

Dgl BT BT
- ~ -1
K= Dy' NT|~| Dy NT
B N B N
ADAT = BDgBT + NDyNT ~ BDgB”

@ Precondicionador proposto para o sistema aumentado é

BT
— -1 NT
P = Dy N
B N
@ Para resolver aplica métodos iterativos alternativos MGC \ i

iMECC
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Programacéo Linear ~ Precondicionadores

Precondicionador Bergamaschi et al

@ Considera problema quadrético +3xTQx na funccéo objetivo
E = —(diag(Q) + D7 1), Cholesky AE~*AT = LoDyL!

P_EAT_ I 0][E 0 I E1AT
2= 1A 0| — |AE7! I||0 —AE'AT| |0 I

B I O0][E O ][I E'AT
~ |AET! Lo| |0 —Do| |0 L]

e

iMECC
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Precondicionador Bergamaschi et al

@ Considera problema quadrético +3xTQx na funccéo objetivo
E = —(diag(Q) + D7 1), Cholesky AE~*AT = LoDyL!

P_EAT_ I 0][E 0 I E1AT
27 1A 0| — |AE7' I||0 —AE'AT| |0 I
_ I O0][E o071 E'AT
~ |AET' Lo [0 -DoJ |0 L}

@ Precondicionador é a inversa de Ps.

e
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@ PL canalizado: D = X"1Z+ V-lw

-D AT

il

p



Programacéo Linear ~ Precondicionadores

Precondicionador Joo-Siong Chai e Kim-Chuan Toh

@ PL canalizado: D = X"1Z+ V-lw

& 5l[8]- 1)

@ Seja D = diag(D1,Dy), tal que D1/ = O(1), pD2 = O(1), p < 1.
Partigdo A = [A1, Ay}, Ax = [Axy, Axy]", g = g1, 8]

e

iMECC
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Programacéo Linear ~ Precondicionadores

Precondicionador Joo-Siong Chai e Kim-Chuan Toh

@ PL canalizado: D = X"1Z+ V-lw

& 5l[a]- 1)

@ Seja D = diag(D1,Dy), tal que D1/ = O(1), pD2 = O(1), p < 1.
Partigdo A = [A1, Az}, Ax = [Axy, Axo]”, g = g1, 8]
@ Sistema Reduzido: E; > 0 (diagonal), Ax, = D, (AT Ay — ¢2).

SR EN

Fi=E1+ Dy, e
A% = F'E1Ax U = DyE;!
H = Adiag(F; ', D; 1) AT B = AF '/
h=r,+ Adiag(F;',D5")g =

iMECC
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Programacéo Linear ~ Precondicionadores

Cont. Precondicionador de Chai-Toh

@ A inversa da matriz de coeficientes do sistema reduzido é

_[HY*(1-P)H"Y? H-'BS!

K S-1BTH-1 g1

S=BTH B+ V,e P = H Y2BS-1BTH1/2 satisfaz 0 < P < I.

e

iMECC
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Programacéo Linear ~ Precondicionadores

Cont. Precondicionador de Chai-Toh

@ A inversa da matriz de coeficientes do sistema reduzido é

4 _ [HY2(1-P)H"Y? H1BS™!
2= sprp ~5-1

S=BTH B+ V,e P = H Y2BS-1BTH1/2 satisfaz 0 < P < I.

@ Precondicionador proposto baseado em sua inversa é

p1_ [H—l — A 'BS-'BTH! H—lBS—T
-1

S—1BTH-1 —§-1

H e § sdo definidas positivas como aproximagdes de H e S
respectivamente tal que S = BTH 1B + V. - .

e

iMECC
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@ Ordena colunas pela norma de AD, logo obter base por fatoragao
LU rectangular
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Programacéo Linear ~ Precondicionadores

Precondicionador A.R.L. Oliveira e D.C. Sorensen

@ Ordena colunas pela norma de AD, logo obter base por fatoragao
LU rectangular

@ Precondicionador Separador

Dy* 0 Dg/*B!
M7= o DY 0
Dy* 0 0

e

iMECC
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Programacéo Linear ~ Precondicionadores

Precondicionador A.R.L. Oliveira e D.C. Sorensen

@ Ordena colunas pela norma de AD, logo obter base por fatoragao
LU rectangular

@ Precondicionador Separador

Dy* 0 Dg/*B!
M7= o DY 0
Dy* 0 0

@ Resolver um sistema com matriz de coeficientes
T =1+ Dy ?B'NDyN"B-TD;"* ~ I

e

iMECC
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Precondicionador A.R.L. Oliveira e D.C. Sorensen

@ Ordena colunas pela norma de AD, logo obter base por fatoragao
LU rectangular

@ Precondicionador Separador

Dy* 0 Dg/*B!
M7= o DY 0
Dy* 0 0

@ Resolver um sistema com matriz de coeficientes
T =1+ D;"?B-INDyNTB-TD, ' ~ I
@ Método de Gradientes Conjugados

e

iMECC
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@ Dado F: Dr C R" — R". Equacéo a resolver F(x) = 0
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Programacéo Linear ~ Método de Pontos Interiores

Método de Newton

@ Dado F: Dr C R" — R". Equacao a resolver F(x) =0
@ Taylor:

F(x) =~ F(x°) +J(x*)(x — x), J(x) = VF(x) (Jacobiana de F)

e

iMECC
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Método de Newton

@ Dado F: Dr C R" — R". Equacao a resolver F(x) =0
@ Taylor:

F(x) =~ F(x°) +J(x*)(x — x), J(x) = VF(x) (Jacobiana de F)
d = ~J(O)F(x)

o x! =x044,

e
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Programacéo Linear ~ Método de Pontos Interiores

Sistema Aumentado, Sistema Normal

@ Resolvendo Sistema KKT:
rp=">b— AL ry=c—ATY — 20 1, = —X07%

A 0 0 dx Tp Adx = 1y
0 AT T dy | = | ra Aldy+dz = rg (4
Z 0 X dz a Zdx+Xdz = 1,

e
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@ Resolvendo Sistema KKT:
rp=">b— AL ry=c—ATY — 20 1, = —X07%

A 0 0 dx Tp Adx = 1y
0 AT T dy | = | ra Aldy+dz = rg (4
Z 0 X dz a Zdx+Xdz = 1,

@ Zdx+Xdz=r, = dz=XYr,— Zdx)
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Sistema Aumentado, Sistema Normal

@ Resolvendo Sistema KKT:
rp=">b— AL ry=c—ATY — 20 1, = —X07%

A dx

0 O Tp Adx = 1y
0 AT T dy | = | ra Aldy+dz = rg (4
Z 0 X dz a Zdx+Xdz = 1,

@ Zdx+Xdz=r, = dz=XYr,— Zdx)
o ATdy + X 1r, - X Zdx=ry; = Aldy—XZdx=r;—X"1r,

e
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Programacéo Linear ~ Método de Pontos Interiores

Sistema Aumentado, Sistema Normal
@ Resolvendo Sistema KKT:
rp=">b— AL ry=c—ATY — 20 1, = —X07%

A dx

0 O Tp Adx = 1y
0 AT I dy | = | rg Aldy+dz = r; (4
Z 0 X dz a Zdx+Xdz = 1,

@ Zdx+Xdz=r, = dz=Xr,— Zdx)
o ATdy + X 1r, - X Zdx=ry; = Aldy—XZdx=r;—X"1r,
@ Sistema Aumentado
Aldy — X 1Zdx = rj—X1r, 5)
Adx = 1,

—-D1 AT dx rg — X 1r, _
(5 ) (5) (1) o o,
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Require: x°,1°, 20 tal que x° > 0,2° > 0
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Require: x°,1°, 20 tal que x° > 0,2° > 0
7 = 0.99995, Maxit = 100
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Programacéo Linear ~ Método de Pontos Interiores

Algoritmo Método Primal-Dual Afim Escala
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@ Direcdo Afim Escala: E a direcao de Newton como direcdo preditora.
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@ Direcdo Afim Escala: E a direcao de Newton como direcdo preditora.

@ Direcdo de Correcdo: Que compensa a aproximagdo linear do
Método de Newton
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Programacao Linear ~ Método Preditor-Corretor

PC

@ Direcdo Afim Escala: F a direcao de Newton como direcdo preditora.

@ Direcdo de Correcdo: Que compensa a aproximagdo linear do
Método de Newton

@ Direcdo de Centragem: Uma vez que existe uma direcdo de
corre¢do vamos perturbar o problema com um parametro p
escolhido de forma mais inteligente que no método de seguidor
de caminho.
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Programacao Linear ~ Método Preditor-Corretor
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PC
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Programacéo Linear ~ Método Preditor-Corretor

Cont PC
@ Preditor ~
A 0 0 dx p
0 AT I dy | =1 r @)
Z 0 X dz Ta
@ Corretor
A 0 0 dx 0
0 AT I dy | = 0 (8)
Z 0 X dz —DxDze
@ Parametro de Perturbacio
" (7Y . < TNT( A T _
p=o, o= 5 ¥ = (x+apdx)” (z+agdz), p=2ou3.
- ]
o]
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@ Utilizamos a perturbagdo na diregdo de corregdo ao mesmo tempo
que fazemos a corre¢do ndo linear

A 0 0 dx 0
0 AT 1T dy | = 0o (10)
Z 0 X dz pe — DxDze
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Programacéo Linear ~ Método Preditor-Corretor

Cont PC

@ Utilizamos a perturbacdo na dire¢do de correcdo ao mesmo tempo
que fazemos a corre¢do ndo linear

A 0 0 dx 0
0 AT I dy | = 0o (10)
Z 0 X dz pe — DxDze

@ A direcdo final é a soma das direcdes d e d.

A 0 O dx rp = —XZe
0 AT I dy | =1 rs |, ue—XZe—ue+ra
Z 0 X dz Ts = ue — XZe — DXDZe
o ar
rs = 1. — DxDye e |
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Algoritmo Preditor-Corretor
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whilek =0,1,2,--- , Maxit e Condi¢dao de Parada do
Calcule a direcao afim escala: dx, UE/ edz
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Programacéo Linear ~ Método Preditor-Corretor

Obs

@ E necessdrio resolver dois sistemas lineares por iteracdo com a
mesma matriz de coeficientes.
@ O esforco por iteracdo é maior

@ Na pratica o nimero de itera¢des do método Preditor-Corretor é
pouco mais que a metade em relagdo ao método Seguidor de
Caminho.
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consideramos que os dois sistemas lineares constituem uma
iteracdo.
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pouco mais que a metade em relagdo ao método Seguidor de
Caminho.

@ E possivel provar convergéncia quadratica para esse método, se
consideramos que os dois sistemas lineares constituem uma
iteracdo.

@ Este método poderia ser chamado Método de Newton Perturbado (1)
Modificado ((x,z) > 0) de ordem 1 (1 corregdo linear).
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Programacao Linear ~ Método Preditor-Corretor

Obs

@ E necessdrio resolver dois sistemas lineares por iteracdo com a
mesma matriz de coeficientes.

@ O esforco por iteracdo é maior

@ Na pratica o nimero de itera¢des do método Preditor-Corretor é
pouco mais que a metade em relagdo ao método Seguidor de
Caminho.

@ E possivel provar convergéncia quadratica para esse método, se
consideramos que os dois sistemas lineares constituem uma
iteracdo.

@ Este método poderia ser chamado Método de Newton Perturbado (1)
Modificado ((x,z) > 0) de ordem 1 (1 corregdo linear).

@ Este método é a base de todas implementacdes atuais de ponto .
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@ Qual sistema resolver?

Equacado Normal Sistema Aumentado
-D-1 AT dx r (12)
Ty — _(n
wow=r (05 ) (w)=(%)
iIMECC
<Or <@ <= < Er» E DAX



Solugdo de Sistemas no MPI ~ Métodos diretos e iterativos

Propriedades dos Sistemas

@ Qual sistema resolver?

Equacdo Normal Sistema Aumentado
T, _ -D 1 AT dx i 4 (12)

aoatag=r (705 ) (&)= (0)
Equagdes Normais Sistema Aumentado
Definida Positiva Indefinida
Simétrica Simétrica
posto m postom +n

@ Perda da estrutura esparsa Utiliza matrizes originais

Somente D altera na matriz Somente D altera na matriz
Muito mais mal-condicionado mal-condicionado
Cholesky (Precondicionado) Bunch-Parlet H

Gradientes Conjugados (Prec.) Varios Métodos iterativoqngc!
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n n
® B=ADA”, Bj=> DuAzAl =) DuAuAj
k=1 k=1
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Solugdo de Sistemas no MPI

Métodos diretos e iterativos

Decomposicao de Cholesky para matrizes esparsas

n n
® B=ADAT, Bj=> DuAiAl = DuAAj

@ Enchimento

* X X X K

Porfirio Sunagua S. (IMECC)

k=1

* ok %
*

*

*k

k=1

Pontos Interiores

*
* X X X
* X X X X

e

iMECC

Campinas - 2013 27 /39



Solugdo de Sistemas no MPI ~ Métodos diretos e iterativos

Decomposicao de Cholesky para matrizes esparsas

n n
® B=ADAT, Bj=> DuAiAl = DuAAj

k=1 k=1
@ Enchimento
* k * * * k * * *
* * %k %k %
* * . = L= * k%
* * . * %
k k *
@ Reordenado
* . * x . *
k k k k
* . % = L= * . ok
. * ok * % "
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@ Problema PL canalizado misto

(P) Min cx
s.a. Ax=1D (13)
Ex+v=u
(x,v) >0
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Problema PL penalizado Parametro de penalizagao

PL Penalizado

@ Problema PL canalizado misto

(P) Min c’x
s.a. Ax=1b
Ex+v=u
(x,v) >0

@ Sub-Problema, p parametro de penalizagdo

(P,) Min c'x+ g (Hb — Ax|* + ||u — Ex — 0H2>

sa. (x,v)>0

(13)

(14)

Fungdo de penalizagdo P(x,v) = g (Hb — Ax|* + ||lu — Ex — UHZ_/__ i
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@ Sistema KKT perturbado

Ax+dy =
Ex+v—-6w = u
Aly+z—E'w = ¢ (15)
XZe = e
VWe = pue
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@ Sistema KKT perturbado

Aly+z -

@ Sistema Newton

Adx + ody = 1y,

Edx + dv — éodw = 1y,
ATdy +dz — ETdw = 1y,
Zdx + Xdz = 1s,

Wdv + Vdw = r,,

Ax+0y =
Ex+v—-6w = u
Elw = (15)
XZe = e
VWe = pue
rp =b—Ax —dy
ry =u—Ex—v+ 0w
ra=c—Aly—z+ETw (16)
rs = —XZe + ue
r, = —VWe + pe
IMECC
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@ D= (X"Z+E'S'"WE)ter; =ry— X 'rs+E'S™lr, —ETS"'Wr,

(T DE)-G) e
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Problema PL penalizado Parametro de penalizagao

Sistema Aumentado e Normal

@ D=(X'1Z+ETS"'WE)ter, =r;— X rg+ETS7r, — ETS1Wr,

—-D b AT dx 71
(2 )(a)-(n)  w
@ Sistema Normal

(ADAT+6I)dy = ry+AD(rg—X 'rs+E'S'r,—E'S™'Wr,,) = r,+ADry
(18)

e
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Problema PL penalizado Parametro de penalizagao

Sistema Aumentado e Normal
@ D= (X""Z+ETST'WE)ter; =ryj— X 'rs +ETS™r, — ETS~'Wr,
-D 1 AT dx "
(% 5w )=() @
@ Sistema Normal

(ADAT+6I)dy = ry+AD(rg—X 'rs+E'S'r,—E'S™'Wr,,) = r,+ADry

(18)
@ Equivaléncia a Sub-Problema
(Ps) Min c'x+ gyTy + ngw
sa. Ax+dy=1>b
Ex+v—J0w=u
(x,0) >0, ylivre, w > 0 D i
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@ Aurélio: Base por fatoragdo LU rectangular de A
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@ Aurélio: Base por fatoragdo LU rectangular de A
@ Porfirio: Base por fatoragao LU rectangular de AT
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Resultados Numéricos ~ PCx

Nova abordagem

@ Aurélio: Base por fatoracdo LU rectangular de A
@ Porfirio: Base por fatoragao LU rectangular de AT

@ Melhor condicionamento da Base

Nome do LUret LUstd

Problema | Numero de Condicdo | Numero de Condicdo

afiro 118.9738 33.3923

titlp 5.0716e+03 4.0253e+03

tit2p 2.2670e+04 5.9354e+03

grow22 1.9056e+17* 653.0329

israel 1.7269e+07* 2.9008e+04

kb2 2.8085e+03 2.8085e+03

Maros-r7 4.1548e+06* 187.3688 | __
IMECC
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Resultados Numéricos ~ PCx

Implementacdo UMFPACK e AMD

LUstd LUret
Problemas abordados 179 179
Problemas resolvidos 141 115
S6 por cada método 32 6
Nao resolvidos 38 64
Prob. ¢/outro erro 1 16
Resolvidos Luret e Lustd 109 109
Tempo total dos 109 problemas | 4563.98 | 4497.81

@ Enquanto a tempos ndo existe uma diferenca significativa a favor
de um dos métodos

| |
iMECC
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@ 16 problemas com LUret falharam por outras razdes como Wrong

Branch, falha de segmentagdo no Linux, etc. o
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Resultados Numéricos ~ PCx

Implementacdo UMFPACK e AMD

LUstd LUret
Problemas abordados 179 179
Problemas resolvidos 141 115
S6 por cada método 32 6
Nao resolvidos 38 64
Prob. ¢/outro erro 1 16
Resolvidos Luret e Lustd 109 109
Tempo total dos 109 problemas | 4563.98 | 4497.81

@ Enquanto a tempos ndo existe uma diferenca significativa a favor
de um dos métodos

@ LUstd é mais robusto que LUret, embora que LUstd resolvié
quase todos os problemas de fort#, (ndo sdo problemas grandes)

@ 16 problemas com LUret falharam por outras razdes como Wrong
Branch, falha de segmentagdo no Linux, etc. o

@ LUstd tem problemas de fatoragdo para problemas maiores Co;na |
kra30a, ste36a. precisa melhorar algoritmo LUstd. IMECC
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mil varidveis!!!!

Acabou memoria de meu computador para problemas maiores a 130



Hall J. Al-Jeiroudi G., Gondzio ]., Precontioning indefite system in
interior point methods for large scale linear optimization, Optimization
Methods and Software 23 (2008), 345-363.
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