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O problema

f : Rn → R continuamente diferenciável

min
x

f (x)

s.a x ∈ Ω = Rn

Solução x∗

f (x∗) ≤ f (x), ∀x ∈ Ω.

Algoritmos de Descida

xk+1 = xk + tk dk

Dado um ponto inicial x0, espera-se que

f (xk+1) < f (xk), k = 0, 1, . . . ,
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Direções de descida

∇f (x)Td < 0

Expansão Taylor (Ordem 1)

f (x + t d) = f (x) + t∇f (x)Td + o(t)

∃t > 0 tal que f (x + td) < f (x)

Bertsekas, 1999

Métodos de direções de descida

xk+1 = xk + tk dk ,

onde ∀k, ∇f (xk)Tdk < 0 (se ∇f (xk) 6= 0)

f (xk + tk dk) < f (xk), k = 0, 1, . . . .
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Decréscimo simples não é suficiente ...

Bertsekas, 1999

Precisamos de um decréscimo substancial!

Condição de Armijo

f (xk + tk dk) ≤ f (xk) + σ t∇f (xk)Tdk , σ ∈ (0, 1)
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Armijo

Bertsekas, 1999

f (xk + tk dk)− f (xk)

tk ∇f (xk)Tdk
≥ σ



Goldstein

Bertsekas, 1999

σ ≤ f (xk + tk dk)− f (xk)

tk ∇f (xk)Tdk
≤ 1− σ, σ ∈ (0,

1

2
)



Wolfe

1 f (xk + tk dk) ≤ f (xk) + c1 tk ∇f (xk)Tdk , c1 ∈ (0, 1)

2 ∇f (xk + tk dk)Tdk ≥ c2∇f (xk)Tdk , c2 ∈ (c1, 1)
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Figure 3.5 Step lengths satisfying the Wolfe conditions.

with 0 < c1 < c2 < 1. The only difference with the Wolfe conditions is that we no longer
allow the derivative φ′(αk) to be too positive. Hence, we exclude points that are far from
stationary points of φ.

It is not difficult to prove that there exist step lengths that satisfy the Wolfe conditions
for every function f that is smooth and bounded below.

Lemma 3.1.
Suppose that f : IRn → IR is continuously differentiable. Let pk be a descent direction at

xk , and assume that f is bounded below along the ray {xk + αpk|α > 0}. Then if 0 < c1 <

c2 < 1, there exist intervals of step lengths satisfying the Wolfe conditions (3.6) and the strong
Wolfe conditions (3.7).

Proof. Since φ(α) # f (xk + αpk) is bounded below for all α > 0 and since 0 < c1 < 1,
the line l(α) # f (xk) + αc1∇f T

k pk must intersect the graph of φ at least once. Let α′ > 0
be the smallest intersecting value of α, that is,

f (xk + α′pk) # f (xk) + α′c1∇f T
k pk. (3.8)

The sufficient decrease condition (3.6a) clearly holds for all step lengths less than α′.
By the mean value theorem, there exists α′′ ∈ (0, α′) such that

f (xk + α′pk) − f (xk) # α′∇f (xk + α′′pk)T pk. (3.9)

Nocedal & Wright, 1999



Proporcionalidade

Apenas Armijo não basta!
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• Às vezes passos pequenos são inevitáveis

• Devemos ao menos tentar passos grandes (sobretudo longe da
solucão)

‖dk‖ ≥ β ‖∇f (xk)‖ , β > 0



Ângulo

f (xk+1) = f (xk) + tk ∇f (xk)Tdk + o(tk)

• Se ∇f (xk)Tdk tem magnitude substancial, o progresso pode ser
substancial

• Por outro lado, problemas à vista quando

−∇f (xk)Tdk

‖∇f (xk)‖ ‖dk‖
= cos θk → 0

Exemplo

f (x) = 1
2 ‖x‖

2
2 , ∇f (x) = x dk = Uk(−xk)

Uk =

[
cos θk − sin θk
sin θk cos θk

]
, θk = π

2

(
1− 1

k2+1

)
, β = 1.



Para σ ∈ (0, 1
2 ), podemos mostrar que

1

2
‖xk − t Ukxk‖2 ≤ 1

2
‖xk‖2 − σ t xT

k Ukxk

é satisfeita para

0 < t <
xT
k Ukxk

‖xk‖2 = cos θk

Usando tk =
xT
k Ukxk

1+‖xk‖2 , x0 = (2, 2)T
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Zoutendijk

Theorem (Nocedal & Wright, 1999, Zoutendijk, 1976)
Considere uma iteração do tipo xk+1 = xk + tkdk , onde dk é uma direção
de descida e tk satisfaz as condições de Wolfe. Suponha que f é limitada
inferiormente e continuamente diferenciável em um aberto A contendo o
conjunto de ńıvel

{
x ‖ f (x) ≤ f (x0)

}
, onde x0 é o ponto inicial. Assuma

também que o gradiente é Lipschitz em A.

Então ∑
k≥0

cos2 θk ‖∇f (xk)‖2
<∞.

Consequência

• cos2 θk ‖∇f (xk)‖2 → 0

• Se cos θk ≥ δ > 0, ∀k então ‖∇f (xk)‖ → 0.
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Gradient related

Definição (Bertsekas, 1999)
Seja {xk , dk} uma sequência gerada por uma algoritmo de descida. A
sequência de direções {dk} é dita gradient related se

para qualquer subsequência {xk}k∈K que converge a um ponto
não-estacionário, a subsequência correspondente de direções {dk}k∈K é
limitada e satisfaz

lim
k→∞

sup
k∈K
∇f (xk)Tdk < 0.

Significado

A direção dk não será “muito pequena” ou “muito grande” em relação a
∇f (xk) e que o ângulo entre dk e ∇f (xk) não ficará tão próximo de 90o .
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Proporcionalidade + Ângulo

• Proporcionalidade (condição β)

‖dk‖ ≥ β ‖∇f (xk)‖ , β > 0

• Ângulo

cos θk =
−∇f (xk)Tdk

‖∇f (xk)‖ ‖dk‖
≥ δ, δ ∈ (0, 1)

Seja {xk}k∈K, convergindo a x̄ não estacionário.

lim
k→∞

sup
k∈K
∇f (xk)Tdk ≤ −δ β ‖∇f (x̄)‖2

< 0.

E se {dk} é limitada então é gradient related.
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Exemplos

1 dk = −B−1
k ∇f (xk), Bk simétrica e definida positiva

c1 ‖z‖2 ≤ zTBkz ≤ c2 ‖z‖2
, ∀z ∈ Rn, k = 0, 1, . . . ,

para 0 < c1 < c2. (“Autovalores limitados”)

2 Para p1 ≥ 0, p2 ≥ 0

c1 ‖∇f (xk)‖p1 ≤ −∇f (xk)Tdk , ‖dk‖ ≤ c2 ‖∇f (xk)‖p2

3 Generalização de “autovalores limitados”

c1 ‖∇f (xk)‖p1 ‖z‖2 ≤ zTBkz ≤ c2 ‖∇f (xk)‖p2 ‖z‖2
, ∀z ∈ Rn



Convergência Global

Theorem
Seja {xk} uma sequência gerada por um algoritmo de descida. Assuma
que {dk} é gradient related e que tk é escolhido de modo a satisfazer
Armijo. Então todo ponto limite de {xk} é estacionário.

Proof.

1 Suponha que uma subsequência {xk}k∈K convirja a x̄ não
estacionário.

2 Usando a condição de Armijo e o fato de {dk} ser gradient related,
chegamos que {tk}k∈K → 0.

3 Como {dk}K é limitada, existe {dk}K̄ convergindo a d̄ .

4 Dáı mostra-se que
0 ≤ ∇f (x̄)T d̄ ,

que contradiz o fato de {dk} ser gradient related.
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Proof.

1 Suponha que uma subsequência {xk}k∈K convirja a x̄ não
estacionário.

2 Usando a condição de Armijo e o fato de {dk} ser gradient related,
chegamos que {tk}k∈K → 0.
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Iterações H́ıbridas

Theorem
Seja {xk} uma sequência tal que

f (xk+1) ≤ f (xk), k = 0, 1, . . .

Assuma que existe um conjunto infinito de ı́ndices K tal que

xk+1 = xk + tk dk , ∀k ∈ K,

onde {dk}K é gradient related e tk é escolhido segundo Armijo. Então
todo ponto limite de uma subsequência de {xk}K é estacionário.

• Alternar iterações gradient-based e iterações heuŕısticas.
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Teorema da Captura

Theorem
Seja {xk} uma sequência gerada por um algoritmo de descida e
globalmente convergente. Assuma que existem s > 0 e c > 0 tais que ∀k

tk ≤ s, ‖dk‖ ≤ c ‖∇f (xk)‖ .

Seja x∗ um minimizador local estrito de f , o qual é o único ponto
estacionário de f dentro de alguma bola aberta. Então existe um
conjunto S contendo x∗ tal que se xk0 ∈ S para algum k0 ≥ 0, então
xk ∈ S para todo k ≥ k0 e {xk} → x∗.



Busca não-monótona

f (xk + t dk) ≤ max
0≤j≤min{k,M−1}

f (xk−j) + σ t∇f (xk)Tdk

Grippo, Lampariello, Lucidi, 1986

Condições para convergência

1 {x | f (x) ≤ f (x0)} é compacto

2 Existem c1, c2 > 0 tais que

∇f (xk)Tdk ≤ −c1 ‖∇f (xk)‖2
,

‖dk‖ ≤ c2 ‖∇f (xk)‖ .



Ω convexo

min
x

f (x)

s.a x ∈ Ω ⊂ Rn

Ω convexo e fechado

1 Se x∗ é minimizador local de f
em Ω, então

∇f (x∗)
T (x−x∗) ≥ 0, ∀x ∈ Ω

2 Se f é convexa em Ω, então a
condição anterior é também
suficiente. Bertsekas, 1999



Métodos de direções fact́ıveis

xk+1 = xk + tk dk

dk é uma direção fact́ıvel se existe t̄ > 0 tal que

xk+1 = xk + t dk ∈ Ω, ∀t ∈ (0, t̄]

Podemos expressar direções fact́ıveis como

dk = x̄k − xk ,

onde x̄k ∈ Ω, e neste caso

xk+1 = xk + tk (x̄k − xk), tk ∈ (0, 1].



Convergência global

Se xk é não estacionário, então

∃x̄k ∈ Ω, ∇f (xk)T (x̄k − xk) < 0.

Theorem
Seja {xk} uma sequência gerada por uma algoritmo de direções fact́ıveis
xk+1 = xk + tk dk . Assuma que {dk} é gradient related e que tk escolhido
por Armijo. Então todo ponto limite de {xk} é estacionário.



Gradiente condicional

Resolver o problema

min
x
∇f (xk)T (x − xk)

s.a x ∈ Ω,

e obtendo uma solução x̄k , definir a direção

dk = x̄k − xk .

Convergência
Suponha Ω compacto. Seja {xk}k∈K convergindo a x̃ não estacionário.

∇f (xk)(x̄k − xk) ≤ ∇f (xk)(x − xk), ∀x ∈ Ω,

tomando limites

lim
k→∞

sup
k∈K
∇f (xk)(x̄k − xk) ≤ ∇f (x̃)(x − x̃), ∀x ∈ Ω,

lim
k→∞

sup
k∈K
∇f (xk)(x̄k − xk) ≤ min

x∈Ω
∇f (x̃)(x − x̃) < 0.



Gradiente condicional

Resolver o problema

min
x
∇f (xk)T (x − xk)

s.a x ∈ Ω,

e obtendo uma solução x̄k , definir a direção

dk = x̄k − xk .

Convergência
Suponha Ω compacto. Seja {xk}k∈K convergindo a x̃ não estacionário.

∇f (xk)(x̄k − xk) ≤ ∇f (xk)(x − xk), ∀x ∈ Ω,

tomando limites

lim
k→∞

sup
k∈K
∇f (xk)(x̄k − xk) ≤ ∇f (x̃)(x − x̃), ∀x ∈ Ω,

lim
k→∞

sup
k∈K
∇f (xk)(x̄k − xk) ≤ min

x∈Ω
∇f (x̃)(x − x̃) < 0.



Gradiente condicional

Resolver o problema

min
x
∇f (xk)T (x − xk)

s.a x ∈ Ω,

e obtendo uma solução x̄k , definir a direção

dk = x̄k − xk .

Convergência
Suponha Ω compacto. Seja {xk}k∈K convergindo a x̃ não estacionário.

∇f (xk)(x̄k − xk) ≤ ∇f (xk)(x − xk), ∀x ∈ Ω,

tomando limites

lim
k→∞

sup
k∈K
∇f (xk)(x̄k − xk) ≤ ∇f (x̃)(x − x̃), ∀x ∈ Ω,

lim
k→∞

sup
k∈K
∇f (xk)(x̄k − xk) ≤ min

x∈Ω
∇f (x̃)(x − x̃) < 0.



Gradiente projetado
xk+1 = xk + tk (x̄k − xk),

onde
x̄k = PΩ(xk − sk ∇f (xk))

PΩ(.) denota a projeção em Ω, sk > 0 tk ∈ (0, 1].

Projection theorem
Seja Ω ⊂ Rn convexo, não vazio e fechado.

1 ∀z ∈ Rn existe um único x∗ ∈ Ω que minimiza ‖z − x‖ sobre Ω. x∗
é chamado de projeção de z em Ω e denotado por PΩ(z).

2 Dado z ∈ Rn, x∗ = PΩ(z) se e somente se

(z − x∗)
T (x − x∗) ≤ 0, ∀x ∈ Ω

3 A funcão PΩ : Rn → Ω é cont́ınua e não-expansiva

‖PΩ(x)− PΩ(y)‖ ≤ ‖x − y‖ , ∀x , y ∈ Rn
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é chamado de projeção de z em Ω e denotado por PΩ(z).

2 Dado z ∈ Rn, x∗ = PΩ(z) se e somente se

(z − x∗)
T (x − x∗) ≤ 0, ∀x ∈ Ω
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Convergência

Suponha que {xk}k∈K converge a um ponto não estacionário x̃ . A
sequência de direções {dk}k∈K, dk = x̄k − xk , é limitada, já que
‖x̄k − xk‖ → ‖PΩ(x̃ − s∇f (x̃))− x̃‖. Como x̄k é solução do problema de
projeção , temos que

(xk − s∇f (xk)− x̄k)T (x − x̄k) ≤ 0, ∀x ∈ Ω.

Em particular para x = xk

∇f (xk)T (x̄k − xk) ≤ −1

s
‖xk − x̄k‖2

,

e tomando limites

lim
k→∞

sup
k∈K
∇f (xk)T (x̄k − xk) ≤= −1

s
‖x̃ − PΩ(x̃ − s∇f (x̃))‖2

< 0.

FIM
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