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O problema
f : R" — R continuamente diferencidvel

min  f(x)

X

sa xe€Q

Solugdo x*
f(x*) < f(x), VxeqQ.



f : R" — R continuamente diferencidvel

min  f(x)

X

sa xe€Q = R”

Solugdo x*
f(x*) < f(x), VxeqQ.

Algoritmos de Descida

X1 = Xk + ti di

Dado um ponto inicial x°, espera-se que

fxk1) < f(x), k=0,1,...

O problema



Direcbes de descida

VFf(x)Td <0

Expansdo Taylor (Ordem 1)
f(x+td) = f(x)+ tVF(x)"d+ o(t)

3t > 0 tal que f(x + td) < f(x)

Bertsekas, 1999



Direcbes de descida

VFf(x)Td <0

Expansdo Taylor (Ordem 1)

f(x+td) = f(x)+ tVF(x)"d+ o(t)

3t > 0 tal que f(x + td) < f(x)

Bertsekas, 1999

Métodos de direcbes de descida

X1 = Xk + ti di,
onde Vk, Vf(xk)Tdk <0 (se VFf(xx) #0)

f(Xk+tkdk)<f(Xk), k=0,1,....



Decréscimo simples n3o é suficiente ...

1)

Bertsekas, 1999

Precisamos de um decréscimo substancial!



Decréscimo simples n3o é suficiente ...
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Bertsekas, 1999

Precisamos de um decréscimo substancial!
Condicao de Armijo

f(Xk + tx dk) < f(Xk) + o tVf(Xk)Tdk, S (0, 1)



Armijo
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Goldstein
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O (xk+ tedi) < F(xk) + c1 te VF(xk) T dg,
(2] Vf(Xk + tx dk)Tdk > C2vf(Xk)Tdk,

Wolfe
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Proporcionalidade

Apenas Armijo n3o basta!

1
Xk:].‘f'?, tk:].
1
dic = Xi41 — Xk, o=3

o As vezes passos pequenos s3o inevitaveis

e Devemos ao menos tentar passos grandes (sobretudo longe da
solucdo)

ldill = BIVF(x)Il,  8>0



Angulo

f(Xk+1) = f(Xk) =+t Vf(Xk)Tdk + O(tk)

e Se Vf(xx)" dx tem magnitude substancial, o progresso pode ser
substancial

e Por outro lado, problemas a vista quando

—Vf(Xk)Tdk
— = cosf — 0
IV F () 1 Tl ‘
Exemplo
fx)=3lxl5, VF(x)=x di = Ur(—x)

| cosB —sinf o 1 _
Ui = sinf,  cos Oy ]’ ek_z(l ) p=1



Para o € (0, %) podemos mostrar que

1 1
50—t Uexid|)? < 5 x| = o tx{ Uixi
é satisfeita para
X! Ui
0<t > cos 0
[l

XTUka T
Usando t, = 1i\|><k\|2' x0 = (2,2)
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Zoutendijk
Theorem (Nocedal & Wright, 1999, Zoutendijk, 1976)

Considere uma iteracdo do tipo xx11 = Xk + txdk, onde dx € uma direcdo
de descida e ty satisfaz as condicées de Wolfe. Suponha que f € limitada
inferiormente e continuamente diferencidvel em um aberto A contendo o
conjunto de nivel {x || f(x) < f(x°)}, onde x° é o ponto inicial. Assuma
também que o gradiente € Lipschitz em A.

Entao
> " cos? O ||V F(x) | < o0.

k>0



Zoutendijk
Theorem (Nocedal & Wright, 1999, Zoutendijk, 1976)

Considere uma iteracdo do tipo xx11 = Xk + txdk, onde dx € uma direcdo
de descida e ty satisfaz as condicées de Wolfe. Suponha que f € limitada
inferiormente e continuamente diferencidvel em um aberto A contendo o
conjunto de nivel {x || f(x) < f(x°)}, onde x° é o ponto inicial. Assuma
também que o gradiente € Lipschitz em A.

Entao
> " cos? O ||V F(x) | < o0.

k>0

Consequéncia
o cos? O |V F(x)]|> = 0
e Secosfy >0 >0, Vkentdo ||VF(xk)| — 0.



Gradient related

Defini¢do (Bertsekas, 1999)

Seja {xk, dx} uma sequéncia gerada por uma algoritmo de descida. A
sequéncia de direcbes {dy} € dita gradient related se

para qualquer subsequéncia {xx} . que converge a um ponto
ndo-estaciondrio, a subsequéncia correspondente de direcbes {dy}, - €
limitada e satisfaz

lim sup V£(x¢)"dx < 0.
k—)ookeic



Gradient related

Defini¢do (Bertsekas, 1999)

Seja {xk, dx} uma sequéncia gerada por uma algoritmo de descida. A
sequéncia de direcbes {dy} € dita gradient related se

para qualquer subsequéncia {xx} . que converge a um ponto
ndo-estaciondrio, a subsequéncia correspondente de direcbes {dy}, - €
limitada e satisfaz

lim sup V£(x¢)"dx < 0.
k—)ookeic

Significado

A direcao dx nado serd “muito pequena” ou “muito grande” em relagdo a
V(xk) e que o dngulo entre dx e V(xx) ndo ficard tdo préximo de 90°.



Proporcionalidade + Angulo

e Proporcionalidade (condigdo 3)
ldill = BV, 5>0
° Angulo

Vi) d ) §€(0,1)

cosby = ————"—— R
ST TIEA

Seja {Xk} e, convergindo a X ndo estacionario.

lim sup VF(x) de < —38 |[VF(R)|? < 0.
k=00 ke



Proporcionalidade + Angulo

e Proporcionalidade (condigdo 3)

ldill = BV, 8>0
° Angulo
*Vf(Xk)Tdk
cosby = —————— >0, 0 €(0,1)
IV F (i) | [l el

Seja {Xk} e, convergindo a X ndo estacionario.

lim sup VF(x) de < —38 |[VF(R)|? < 0.
k=00 ke

E se {di} € limitada ent3o é gradient related.



Exemplos

O d = —B,:lVf(Xk), By simétrica e definida positiva
alzlP <z™Biz<|z|*, VzeR", k=0,1,...,

para 0 < ¢; < ¢. (“Autovalores limitados”)

® Parap; >0,p2 >0

allVE(x)I™ < =VF(x) de,  lldell < 2 [VF(x)]1”

© Generalizagdo de “autovalores limitados”

a [VEx)I” l12]* < 27 Bz < e [ VF(x) I [12]*, Vz € R”



Convergéncia Global

Theorem

Seja {xx} uma sequéncia gerada por um algoritmo de descida. Assuma
que {dx} € gradient related e que ty € escolhido de modo a satisfazer
Armijo. Entdo todo ponto limite de {xx} & estaciondrio.



Convergéncia Global

Theorem

Seja {xx} uma sequéncia gerada por um algoritmo de descida. Assuma
que {dx} € gradient related e que ty € escolhido de modo a satisfazer
Armijo. Entdo todo ponto limite de {xx} & estaciondrio.

Proof.

@ Suponha que uma subsequéncia {xx} ., convirja a X ndo
estacionario.

® Usando a condicdo de Armijo e o fato de {di} ser gradient related,
chegamos que {tx},cc — 0.

© Como {di} é limitada, existe {dx} convergindo a d.

@ Dai mostra-se que _
0 < VF(x)"d,

que contradiz o fato de {dx} ser gradient related.



lteracoes Hibridas

Theorem
Seja {xx} uma sequéncia tal que

f(Xk+1) < f(Xk), kZO,].,...
Assuma que existe um conjunto infinito de indices K tal que
Xk+1 = Xk + tx dk, Vk e IC,

onde {dy}, € gradient related e t € escolhido segundo Armijo. Entdo
todo ponto limite de uma subsequéncia de {x} € estacionario.



lteracoes Hibridas

Theorem
Seja {xx} uma sequéncia tal que

f(Xk+1) < f(Xk), kZO,].,...
Assuma que existe um conjunto infinito de indices K tal que
Xk+1 = Xk + tx dk, Vk e IC,

onde {dy}, € gradient related e t € escolhido segundo Armijo. Entdo
todo ponto limite de uma subsequéncia de {x} € estacionario.

e Alternar iteracdes gradient-based e iteragdes heuristicas.



Teorema da Captura

Theorem
Seja {xx} uma sequéncia gerada por um algoritmo de descida e
globalmente convergente. Assuma que existem s > 0 e ¢ > 0 tais que Vk

te <5, ldll < cIVF(xi)]l-

Seja x, um minimizador local estrito de f, o qual € o tinico ponto
estacionario de f dentro de alguma bola aberta. Entdo existe um
conjunto S contendo x, tal que se x,, € S para algum kg > 0, entdo
Xk € S para todo k > ko e {xx} — x..



Busca nao-mondtona

f tdy) < f(xk_j tVF(x) d
(X + tdi) < o<ien2X (xk—j) + o t VF(xic) " di
Grippo, Lampariello, Lucidi, 1986

Condicdes para convergéncia

@ {x| f(x) < f(xo)} é compacto

@® Existem ¢y, ¢, > 0 tais que
V(xk) dk < —c1 ||Vf(Xk)||2,

ldill < e [IVFOx)]l -



() convexo

Constraint set X

min  f(x)
sa xeQcCR" <
Q convexo e fechado ﬂ \
Surfaces ot equal cost f(x)
@ Se x. é minimizador local de f
em (2, ent3o
Constraint set X

Vi) (x—x) 20, ¥xeQ

@® Se f é convexa em €, entdo a Q

condicdo anterior é também
suficiente. Bertsekas, 1999



Métodos de direcoes factiveis
Xk+1 = Xk + tk di

dyx é uma direcdo factivel se existe t > 0 tal que

Xkr1 =Xk +tde €Q, Vte (O,E]

Podemos expressar dire¢des factiveis como
dk = Xk — Xk,
onde X, € £, e neste caso

Xk+1 = Xk + tk ()_(k — Xk), t, € (07 1]



Convergéncia global

Se x, é ndo estaciondrio, ent3o

dx, € Q, Vf(Xk)T()_(k — Xk) < 0.

Theorem

Seja {xx} uma sequéncia gerada por uma algoritmo de direcées factiveis
Xk+1 = Xk + tg di. Assuma que {di} € gradient related e que t; escolhido
por Armijo. Ento todo ponto limite de {xx} € estaciondrio.



Gradiente condicional
Resolver o problema
mXin VF(xi) " (x — xk)
sa x€Q,
e obtendo uma solucdo Xy, definir a direcao

dik = Xk — Xk.



Gradiente condicional
Resolver o problema
mXin VF(xi) " (x — xk)
sa x€Q,
e obtendo uma solucdo Xy, definir a direcao
dik = Xk — Xk.

Convergéncia
Suponha Q compacto. Seja {xk} ., convergindo a X ndo estaciondrio.

Vf(Xk)()_(k — Xk) < Vf(Xk)(X — Xk)7 Vx € Q,
tomando limites

lim sup VF(x) (% — x¢) < VAR)(x — %), ¥x € Q,

k—o0 ke



Gradiente condicional
Resolver o problema
mXin VF(xi) " (x — xk)
sa x€Q,
e obtendo uma solucdo Xy, definir a direcao
dik = Xk — Xk.

Convergéncia
Suponha Q compacto. Seja {xk} ., convergindo a X ndo estaciondrio.

Vf(Xk)()_(k — Xk) < Vf(Xk)(X — Xk)7 Vx € Q,
tomando limites

lim sup VF(x) (% — x¢) < VAR)(x — %), ¥x € Q,

k—o0 ke

lim sup Vf(xe) (X — xx) < m|n VI(x)(x —X) < 0.
k—o0 ke



Gradiente projetado
X1 = Xk + te (R — xk),

onde
)_(k = PQ(Xk — Sk Vf(Xk))

Pa(.) denota a projecdo em Q, s, > 0 tx € (0, 1].



Gradiente projetado
X1 = Xk + te (X — Xx),

onde
X = PQ(Xk — Sk Vf(xk))

Pa(.) denota a projecdo em Q, s, > 0 tx € (0, 1].

Projection theorem
Seja Q C R" convexo, n3o vazio e fechado.

@ Yz € R" existe um dnico x, € Q que minimiza ||z — x|| sobre Q. x,
é chamado de proje¢do de z em Q e denotado por Pq(z).

® Dado z € R", x, = Pq(z) se e somente se
(z— X*)T(X —x) <0, VxeQ
©® A funcido Pg : R” — Q € continua e n3o-expansiva

Pa(x) = Pa(y)ll < lIx =yll,  ¥x,y € R



Convergéncia

Suponha que {xk},c converge a um ponto ndo estaciondrio X. A
sequéncia de direcdes {dk} i, dk = Xk — X, é limitada, j& que

|X — xk|| = ||Pa(x — sVF(X)) — X||. Como X é solucdo do problema de
projecao , temos que

(Xk — SVf(Xk) — )_(k)T(X — )_(k) <0, Vx € Q.
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Suponha que {xk},c converge a um ponto ndo estaciondrio X. A
sequéncia de direcdes {dk} i, dk = Xk — X, é limitada, j& que
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projecao , temos que
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Em particular para x = x

) 1 )
V()T (R — ) < = e - %2,
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Convergéncia
Suponha que {xk},c converge a um ponto ndo estaciondrio X. A
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FIM
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