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Controle Dindmico da Inviabilidade em Problemas com Restricdes de Desigualdade
Introdugdo

Introducao

@ Objetivos:
o Estender o método de Controle Dindmico da Infactibilidade para
Desigualdades
o Implementar uma interface em C++ com suporte ao repositério
CUTEr.
o Esta interface deve ser livre, e disponivel facilmente online.
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DCI para igualdades

DCI para igualdades

min f(x)
sa  h(z)=0,

f:R® SR, h:R" - R™, f he C2
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DCI para igualdades

Clp) = {z e R™ : [h(2)] < p}
9p(2) = Vf(2) + Vh(z) T ALs(2)
Avs(z) = argmin{[|VA(z) A + Vf(2)[*}

p* = Olgp(z)]I)

Lz, A) = f(z) + 3 hi(@)A,

i=1
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DCI para igualdades
Método

DCI para igualdades Método
Passo Horizontal

1 )
min  gu(8) = 567 B 5 +67 g, (uk),
Vh(a})s = 0, 5] < Ay

Passo Vertical
1 9
min || ()]
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DCI para igualdades
Método

DCI para igualdades Método

Algorithm 1 Iteracdo k£ do Algoritmo DCI
1: Dado zF1,
2: Calcule p* e obtenha z

[P ()],

k

k€ C(p*), minimizando aproximadamente

. Obtenha d; resolvendo min gx(0) sujeito a VA(z*)s =0, ||§]| < Ax.

. Caso z¥ +6; & C(2p*), ou n3o houve decréscimo suficiente, diminua
dy e repita o passo anterior

9: Caso necessario, faga uma correcdo de segunda ordem Jsoc.

10: Defina z* = 2 + 6; + dsoc.

3: se ||gp(zF)|| < e entdo
4: PARE com z* = zF.
5: fim do se

6: Obtenha \F

7

8
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DCI para igualdades

Exemplo
DCI para igualdades Exemplo

Exemplo:

A
¥

uNIEAMP



Controle Dindmico da Inviabilidade em Problemas com Restricdes de Desigualdade
DCI para igualdades
Exemplo

DCI para igualdades Exemplo
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DCI para igualdades
Exemplo

DCI para igualdades Exemplo
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DCI para igualdades Exemplo
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DCI para igualdades Exemplo
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DCI para igualdades Exemplo
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Exemplo

DCI para igualdades Exemplo
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DCI para igualdades
Convergéncia

DCI para igualdades Convergéncia

Hipodteses
H1 f,h e C?

H2 As sequéncias {z*}, {z*}, as aproximacdes B* e os multiplicadores
{\*} permanecem uniformemente limitados.

H3 A restauracdo nunca falha e Z = {z*} permanece afastado do
conjunto singular de A, no sentido que h é regular no fecho de Z.
Além disso, se a sequéncia {z*} ¢ infinita, ela satisfaz

lz2*t = 2*|| = O(|A(z")])).-
H4 [|6%,c[l = O([1o7]1%).-

soc
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Convergéncia

DCI para igualdades Convergéncia

Teorema: Sob as hipéteses H1-H4, DCI para em um ponto estaciondrio
em um ndmero finito de iteracdes, ou gera uma sequéncia com pontos
estaciondrios em seu conjunto de acumulagdo. Além disso, se

2% =2l = Olgp (@),
IN = Azs(z)Il = O(llgp ()],

k

~ é estaciondrio.

entdo todo ponto de acumulag¢do de z,
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DCI para igualdades
Convergéncia

DCI para igualdades Convergéncia

Suponha que {z*} e {2*} convergem a z*, ponto estaciondrio com
multiplicador A* = Aps(z*), e que existe §; > 0, tal que

0|yl < y" V2, L(z*, ")y,

para y € N(Vh(z*)). Também defina
P(z) =1 —Vh(z)T[Vh(z)Vh(z)T]71Vh(z) numa vizinhanga de z*.
AL A" = Aps(z)] = O(llgp (=2)]))-
A2 B* é assintoticamente uniformemente positiva-definida no espaco

tangente as restricGes, isto é, em alguma vizinhanca de z*, podemos
redefinir 61, e definir 65 tais que

Oullyll* < y"B*y < ballyll?,

para y € N (Vh(zF)).
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DCI para igualdades
Convergéncia

DCI para igualdades Convergéncia

A3 Seja 8%, o minimizador g;(8) com Vh(z¥)6 = 0. Suponha que,
sempre que ||0%y|| < Ap, ele é o primeiro passo horizontal tentado
pelo algoritmo. Além disso, suponha também que

P(af)[B* = V3, L(z*, )0y = o([|0w -

c

A4 Todo passo vertical nao-nulo 5]‘“/“ = xf“ — zF, é calculado

tomando um ou mais passos da forma
5% = —AT(AAT)  h(z.),
onde A satisfaz

1A = Vh(ze)| = O(llgp (a2)I)-
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DCI para igualdades
Convergéncia

DCI para igualdades Convergéncia

Teorema: Sob as hipéteses H1-H4 e A1-A4, z¥ e z* s3o

superlinearmente convergentes a z* de 2 passos. Se uma restaurac3o for
feita 2 cada z*, ent3o z* converge superlinearmente a z*.
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Extenséo

Extensao

Problema do CUTEr:

min f(z)
s.a cg(z) = 0, (1)
c, < ce(z) < e,
by, < T < by

onde f:R" —» R, cp:R" —R™, ¢ :R" — R™,
f, Cg,Cr € 02, CUi,bUZ S RU{OO}, CL”bL, S RU{—OO}.
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Extenséo

Extensao

min  f(z)

sa cg(z) = 0, (2)
CI(:E) Z 07
min f(z)
s.a cg(z) = 0,
cr(z)—s = 0, (3)
s > 0
&z
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Extensao Definicdes

min  (z,p)
s.a (Ph(/:zL) = 0. (4)
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Extenséo
Definicdes

Extensao Definicdes

e = | V] AV,
A(z) = gi’j((j)) _OS] — Vh(2)A(2),
e = | VA 0] = aevieemae),

=1
= A(2)VZ L(z,\, u)A(2) %31"%
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Extenséo
Definicdes

Extensao Definicdes

. 1
sz, ) = angann { 3l + A) N2}

Ak = )‘LS(Z(];C;H]E)@ sei1 € F
C | minfAps (28, )i, a(ub)"}, seiel

gp(z, 1) = g(z, 1) + A(2) " Aps(z, ).

gy = 928, p) + AGHTAF
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Método

Algorithm 2 Iteracdo k£ do Algoritmo DCI extendido

1: Dado zF~1!

2: Faca o passo vertical obtendo zF e pF tais que 2* € C(p*).

3: Calcule \* e pk = mln{u ,,p]C 0,(p*)%}.

a:se gl <ee|h(zF)|| <eepl <e. entdo

5: PARE com z* = zk

6: fim do se

7: Atualize pF .

8: Obtenha §; resolvendo min g (§) sujeito a A(z*)5 =0,

9: Caso z¥ +6; & C(2p"), ou ndo houve decréscimo suficiente, diminua

Ay e repita o passo anterior.
10: Caso necessério faca uma correcdo de segunda ordem dsoc.
11: Defina z*F = Z + A( )(515 + (Ssoc)
12: Defina p* = mm{yc,()\k)T E/mr, an|h(2F)|}.
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Método
Passo Vertical

MétOdO Passo Vertical

A partir de zF~1 s3o feitos passos que resolvem aproximadamente
1 9
m1n§||h(z)|| s.a s>0

Para isso, utilizamos uma modificacdo do método proposto por Francisco,
Kreji¢ e Martinez ([4]), para resolver o problema

1
minr(z):§||h(z)H2 s. a [<z<u
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Método
Passo Vertical

MétOdO Passo Vertical

Algorithm 3 Passo Vertical

1: Dado z*7!, defina 2z, = 2"t e p = pF~ L.

2: enquanto ||A(z.)| > p faca

3 Encontre z. tal que ||h(z.)|| < p pelo Passo Vertical Interno.

4: Atualize p.

5 se ||h(z.)| >ece|Vh(z.)Th(z)|| < e entdo

6 Declare o problema infactivel e pare com z* = 2. ponto esta-
ciondrio do inviabilidade.

7: fim do se

: fim do enquanto

9: Defina z¥ = 2. e p* = p.

[e]
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Passo Vertical

MétOdO Passo Vertical

Algorithm 4 Passo Vertical Interno

1: enquanto ||h(z.)|| > p faca

2: Defina m(d) = ||Vh(z:)d + h(z)|?

3. Calcule g = Vm(0) = Vh(z.) Th(z.)

4: Defina a matriz D = diag(vy, ..., vn), onde

(uifzi)fl/z, se g; <0ewu <00
v; = (2'2-—12-)71/27 seg;>0el; >—
1, caso contrario

Defina d = —D2g

Defina b =l+¢eu(ze — 1) —zc e ue = u— e, (u — 2) — 2.
Defina 3(d) = argmax{t > 0: . < td < u.}.

Calcule agp = argminy,{m(ad) : || Dd|| < Ay}

o N
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Método
Passo Vertical

MétOdO Passo Vertical

' , | d, se f(d) > 1
o Defina P(d) = { max{f,1 — ||d||}5(d)d, caso contrario
10: Defina dep = P(acpd).

. m(0)—m(d r(ze)—7(z.+d
11: Defina pe(d) = 7m((§))7m(0(lm{) e pp(d) = 7(771()0)7%(';) ).

12: Calcule dy, solugio aproximada de ming{m(d) : | Dd|| < Ay }.
13:  Defina dy = P(dy).

14: Encontre d combinacio convexa de dop e dy tal que pc(gi) > B.
15: se pn(d) > B2 entdo

16: AV — 2AV

17: Ze & Zc + gl

18: senao

19: Ay Av/4.

20: fim do se

21: fim do enquanto
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Método

Passo Horizontal
Método Passo Horizontal

1 '
min qw)=:§5T3k54-5Tguj)

s.a A(zF)é =0,
1< A(zF)5 < @,
com B¥ ~ W(zF, Nk uF) e
7 —AHe ~
b= max{—Aye, (g, — 1)s*} i=Ane

Este método é resolvido com uma modificacdo do método de Steihaug. oy
L g
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MétOdO Passo Horizontal

Algorithm 5 Passo Horizontal Interno

1: Dados 7*0:95,;0 0j=0,08"=0,6° = (r9 +0).
2: enquanto ¢/ >ce 9}“ > 0" faca

32 se (8, B¥§) <) entdo

4: Defina 0, = &/ + vp? tal que [ < A(2¥)d, < @ e v minimiza
(&7 +vp?).

5: fim do se

6: o =67 /(57, BES®)

7. se & 4alpi <loud +alp! > U entdo

8: Defina 6, = 6/ +7p?, onde T = argmax{v : | < A(z¥)d, < @}.

o: fim do se

10: ST =6 +adpl.

11: P74 = projaragay) (! — ol BFkpl)

10 QL = (pitl ptly. gREL it i pitl — i+l gipi

13: fim do enquanto Y

a¥
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Convergéncia

Convergéncia

H1 f, cg e ¢; sdo C?.

H2 As sequéncias {z*} e {#*}, as aproximacdes B* e os multiplicadores
{\*} permanecem uniformemente limitados.

H3 A restauracdo ndo falha e Z = {z*} permanece longe do conjunto
singular de h, no sentido que h é regular no fecho de Z. Além disso,
se a sequéncia gerada {z*} ¢ infinita, entdo

Izt = 28| = O(lIR (")) (5)

H4 {85, [l = O(10F 1)

uuuuuuu
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Convergéncia
Convergéncia Global

Convergéncia Convergéncia Global

Teorema Sob HI-H4, DCI para em um ponto estaciondrio para (2), em
um numero finito de iteragdes, ou gera uma sequéncia com pontos
estaciondrios em seu conjunto de acumulagcdo. Além disso, se as
condigbes

C1 [|2% = 28|l = O(llgp (=¥, 1))

C2 [|IA* = Aps (28, we)ll = Olgp (25, D)

C3 Aps(z ™ )T (84! = s*) = O(llgp (2, n2)llP")
s3o satisfeitas, ent3o todo ponto de acumulagdo de z* é estacionario
para (2).
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Convergéncia Local

Convergéncia Convergéncia Local

Sejam {2*} e {2*} geradas pelo algoritmo, convergentes a 2*, {\*¥}
convergente a A* = Arg(z*,0). Pelo algoritmo, temos

Vf(z*) + Ve(z*)TA*
cy(z*)
cr(x*)

cr(z*)TN;
AT

coooo

IA IV

Defina A(z) = {i € EUT : ¢;(z) = 0}, e A* = A(z*). Defina \% e \}
como as componentes de \¥ e \*, respectivamente, correspondentes as
restricOes ativas.
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Convergéncia Local

Convergéncia Convergéncia Local

Suponha que V = {V¢;(z*) : i € A*} é L.I. e que existe f; > 0 tal que

[v%f £ Y Ve ]yzolynz,

i€ A*

paray € T ={w:wTVe(z*)=0:i€ EUJ}, onde
J={iel:\ <0}. Definaamatriz Vea(z) cujas linhas sdo os
vetores de V. Numa vizinhanga de z*, Vea(x) tem posto linha
completo. Assim, podemos definir

Aa(z) = —[Vea(®)Vea(z)"]'Vea(z) VS (2),
ga(z) = Vf(z)+Vealz)TAa(2),
Ha(z,\) = V2f(x)+ Y Vie(x)\
€A
P(z) = I—Vea(x)"[Vea(z)Vea(z)"] ' Vea(s), W

uuuuuuu
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Convergéncia Convergéncia Local

AL [N = Aps(ze, pi)ll = Ollgp (28, we))),
Aps (28 pet ) T (€ = s%) = O(llgp (22, 1) 10*)
A2 B* é assintoticamente uniformemente definida positiva em

N(A(zF)), isto é, em alguma vizinhanga de 2*, podemos redefinir

0, e definir 85 > 0 de modo que
trllyll* <y By < 6,y

para y € N(A(zF)).

A3 Para k suficientemente grande,

lga(zE = ©lgy ),
lea(zE) = ORI,
lea(z®) = ©IAM)D,
lz2* = a*|| = O(llea(z®)]). &z,
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Convergéncia

Convergéncia Local
Convergéncia Convergéncia Local

A4 Defina a matriz Z% cujas colunas formam uma base ortonormal para
o nicleo de Vca(zF). Defina

0y = —Zil(Zh) "B 27N (ZE) T galal),
05 = (857 'Ver(al)sy,

Note que se sz — 0, isto é, i € A*, entdo a componente
correspondente de 5§ é zero, portanto 5§ é limitado. Além disso,
definimos sy > 0 tal que se @ ¢ A*, entdo sk > Smin. Assumimos
que 5k éo prlmelro passo tentado pelo algorltmo se |65 < Ae
sk Skék > ¢,sF. Além disso, supomos que

P(xF)[BE — Ha(z*,3%))6F = o(|8%])). &,
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Convergéncia Convergéncia Local

k+1 k

A5 Cada passo vertical 651! = 25+1 — 2* ¢ calculado tomando um ou

mais passos da forma
§b = —JT(IIT) " (20,

onde J satisfaz
17 = Vh(z)| = O(llgh -

o
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Convergéncia Local

Convergéncia Convergéncia Local

Teorema Com as hipdteses H1-H4 e A1-A5, z* e z* sdo

superlinearmente convergentes em dois passos para x*. Se uma

restauracdo € calculada a cada z*, entdo z* converge superlinearmente
para r*.
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Convergéncia
Problemas Infactiveis

Convergéncia Problemas Infactiveis

Se o problema for infactivel, o passo vertical ndo conseguird encontrar
um ponto vidvel. No entanto, podemos mostrar que ele ird encontrar um
ponto estaciondrio da inviabilidade, isto é, um ponto estacionario do
problema
. 2 - 2

min [|cg (2)[” + (e} ()]
O método que utilizamos no passo vertical nos garante isso com as
seguintes hipdteses:

I1 A sequéncia gerada pelo algoritmo (vertical) é limitada.

[2 Seja L um conjunto convexo, aberto e limitado que
contém toda a sequéncia gerada pelo algoritmo, e todos os
pontos da forma z* + P(d*) (definido no passo vertical).
Para todo z,y € L, temos

|Vh(z) = VA(y)|l < 270llz — yl|- )
a
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Resultados Computacionais

O algoritmo DCI para igualdades foi passado de FORTRAN para C++.

Implementamos a biblioteca base_matrices, um “embrulho” para a
biblioteca CHOLMOD, responsavel pelo Cholesky.

Implementamos a biblioteca dcicpp.

Licensa GPL, cédigo disponivel no Github.

Utiliza as bibliotecas
e CHOLMOD [3] (para Cholesky, e é a base das estruturas);
e MUMPS [1, 2] (alternativa para resolver os sistemas)
e METIS [6] (requisito de CHOLMOD e MUMPS para uma boa
escolha de permutagdes)
o GotoBLAS2 [7]
e base_matrices (feita por mim, também disponivel no Github)
e CUTEr [5] para testes.
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Resultados Computacionais

@ 124 problemas de Hock-Schittkowsky

e Maximo de lteracdes: 200

@ Maximo de Restauracdes: 200000

e Maximo de Tempo: 1 minuto
Situacio %
Converge 89,52
Max. Iteracdes 3,22

Max. Restauracdes 4,83
Pmax muito pequeno 2,42
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Resultados Computacionais

@ 124 problemas de Hock-Schittkowsky

e Maximo de lteracdes: 200000

@ Maximo de Restauracdes: 200000

e Maximo de Tempo: 10 minutos
Situacio %
Converge 90,32
Max. Iteracdes 0,81

Max. Restauracdes 5,64
Pmax muito pequeno 3,22
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Préoximos Passos

Melhorar o passo horizontal (usando BFGS?)
Comparar com o IPOPT.
Trabalhar com Jacobianas singulares.

Incluir pré-condicionador no gradiente conjugado.

Tentar fazer funcionar em 64 bits.

o
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