
Controle Dinâmico da Inviabilidade em Problemas com Restrições de Desigualdade
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Introdução

Introdução

Objetivos:

Estender o método de Controle Dinâmico da Infactibilidade para
Desigualdades
Implementar uma interface em C++ com suporte ao repositório
CUTEr.
Esta interface deve ser livre, e dispońıvel facilmente online.
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DCI para igualdades

min f (x )

s.a h(x ) = 0,

f : Rn → R, h : Rn → Rm , f , h ∈ C 2.



Controle Dinâmico da Inviabilidade em Problemas com Restrições de Desigualdade

DCI para igualdades

DCI para igualdades

C(ρ) = {x ∈ Rn : ‖h(x )‖ ≤ ρ}

gp(x ) = ∇f (x ) +∇h(x )TλLS (x )

λLS (x ) = arg min
λ
{‖∇h(x )Tλ+∇f (x )‖2}

ρk = O(‖gp(x k
c )‖)

L(x , λ) = f (x ) +

m∑
i=1

hi(x )λi
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Método

DCI para igualdades Método

Passo Horizontal

min qk (δ) =
1

2
δTBkδ + δT gp(x k

c ),

∇h(x k
c )δ = 0, ‖δ‖ ≤ ∆H

Passo Vertical

min
1

2
‖h(x )‖2
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Método

DCI para igualdades Método

Algorithm 1 Iteração k do Algoritmo DCI

1: Dado x k−1,
2: Calcule ρk e obtenha x k

c ∈ C(ρk ), minimizando aproximadamente
‖h(x )‖,

3: se ‖gp(x k
c )‖ < ε então

4: PARE com x∗ = x k
c .

5: fim do se
6: Obtenha λk

7: Obtenha δt resolvendo min qk (δ) sujeito a ∇h(x k
c )δ = 0, ‖δ‖ ≤ ∆H .

8: Caso x k
c + δt 6∈ C(2ρk ), ou não houve decréscimo suficiente, diminua

δH e repita o passo anterior
9: Caso necessário, faça uma correção de segunda ordem δsoc.

10: Defina x k = x k
c + δt + δsoc.
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DCI para igualdades Exemplo

Exemplo:

min f (x ) = 1
2 (x2

1 + x2
2 )

s.a x2 = x2
1 + 1

x k−1 =

[
2
3

]
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Convergência

DCI para igualdades Convergência

Hipóteses

H1 f , h ∈ C 2

H2 As sequências {x k
c }, {x k}, as aproximações Bk e os multiplicadores

{λk} permanecem uniformemente limitados.

H3 A restauração nunca falha e Z = {x k
c } permanece afastado do

conjunto singular de h, no sentido que h é regular no fecho de Z .
Além disso, se a sequência {x k

c } é infinita, ela satisfaz

‖x k+1
c − x k‖ = O(‖h(x k )‖).

H4 ‖δksoc‖ = O(‖δkt ‖2).
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Convergência

DCI para igualdades Convergência

Teorema: Sob as hipóteses H1-H4, DCI para em um ponto estacionário
em um número finito de iterações, ou gera uma sequência com pontos
estacionários em seu conjunto de acumulação. Além disso, se

‖x k − x k
c ‖ = O(‖gp(x k

c )‖),
‖λk − λLS (x k

c )‖ = O(‖gp(x k
c )‖),

então todo ponto de acumulação de x k
c é estacionário.
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Convergência

DCI para igualdades Convergência

Suponha que {x k
c } e {x k} convergem a x∗, ponto estacionário com

multiplicador λ∗ = λLS (x∗), e que existe θ1 > 0, tal que

θ1‖y‖2 ≤ yT∇2
xxL(x∗, λ∗)y ,

para y ∈ N (∇h(x∗)). Também defina
P(x ) = I −∇h(x )T [∇h(x )∇h(x )T ]−1∇h(x ) numa vizinhança de x∗.

A1 ‖λk − λLS (x k
c )‖ = O(‖gp(x k

c )‖).

A2 Bk é assintoticamente uniformemente positiva-definida no espaço
tangente às restrições, isto é, em alguma vizinhança de x∗, podemos
redefinir θ1, e definir θ2 tais que

θ1‖y‖2 ≤ yTBky ≤ θ2‖y‖2,

para y ∈ N (∇h(x k
c )).
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Convergência

DCI para igualdades Convergência

A3 Seja δkHN o minimizador qk (δ) com ∇h(x k
c )δ = 0. Suponha que,

sempre que ‖δkHN ‖ ≤ ∆H , ele é o primeiro passo horizontal tentado
pelo algoritmo. Além disso, suponha também que

P(x k
c )[Bk −∇2

xxL(x∗, λ∗)]δkHN = o(‖δkHN ‖).

A4 Todo passo vertical não-nulo δk+1
V = x k+1

c − x k , é calculado
tomando um ou mais passos da forma

δ+V = −AT (AAT )−1h(xc),

onde A satisfaz

‖A−∇h(xc)‖ = O(‖gp(x k
c )‖).
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DCI para igualdades Convergência

Teorema: Sob as hipóteses H1-H4 e A1-A4, x k e x k
c são

superlinearmente convergentes a x∗ de 2 passos. Se uma restauração for
feita à cada x k , então x k converge superlinearmente a x∗.
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Extensão

Problema do CUTEr:

min f (x )
s.a cE (x ) = 0,

cL ≤ cI (x ) ≤ cU ,
bL ≤ x ≤ bU

(1)

onde f : Rn −→ R, cE : Rn −→ RmE , cI : Rn −→ RmI ,
f , cE , cI ∈ C 2, cUi , bUi ∈ R ∪ {∞}, cLi , bLi ∈ R ∪ {−∞}.
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Extensão

Extensão

min f (x )
s.a cE (x ) = 0,

cI (x ) ≥ 0,
(2)

min f (x )
s.a cE (x ) = 0,

cI (x )− s = 0,
s ≥ 0.

(3)
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Extensão Definições

z =

[
x
s

]

ϕ(z , µ) = f (x )− µ
mI∑
i=1

ln(si)

h(z ) =

[
cE (x )

cI (x )− s

]

min ϕ(z , µ)
s.a h(z ) = 0.

(4)
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Definições

Extensão Definições

Λ(z ) =

[
I 0
0 S

]
,

g(z , µ) =

[
∇f (x )
−µe

]
= Λ(z )∇zϕ(z , µ),

A(z ) =

[
∇cE (x ) 0
∇cI (x ) −S

]
= ∇h(z )Λ(z ),

Γ(z , µ) =

[
∇2f (x ) 0

0 µI

]
= Λ(z )∇2

zzϕ(z , µ)Λ(z ),

W (z , λ, µ) = Γ(z , µ) +

m∑
i=1

λi

[
∇2ci(x ) 0

0 0

]
,

= Λ(z )∇2
zzL(z , λ, µ)Λ(z )
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Extensão Definições

λLS (z , µ) = arg min
λ

{
1

2
‖g(z , µ) + A(z )Tλ‖2

}

λki =

{
λLS (z kc , µ

k
c )i , se i ∈ E

min{λLS (z kc , µ
k
c )i , α(µk

c )n}, se i ∈ I

gp(z , µ) = g(z , µ) + A(z )TλLS (z , µ).

e
gkp = g(z kc , µ

k
c ) + A(z kc )Tλk
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Método

Algorithm 2 Iteração k do Algoritmo DCI extendido

1: Dado z k−1

2: Faça o passo vertical, obtendo z kc e ρk tais que z kc ∈ C(ρk ).
3: Calcule λk e µk

c = min{µk−1, θρρ
k , θρ(ρ

k )2}.
4: se ‖gkp ‖ < ε e ‖h(z kc )‖ < ε e µk

c < ε. então

5: PARE com z∗ = z kc .
6: fim do se
7: Atualize ρkmax

8: Obtenha δt resolvendo min qk (δ) sujeito a A(z kc )δ = 0, ‖δ‖ ≤ ∆H .
9: Caso z kc + δt 6∈ C(2ρk ), ou não houve decréscimo suficiente, diminua

∆H e repita o passo anterior.
10: Caso necessário, faça uma correção de segunda ordem δsoc.
11: Defina z k = z kc + Λ(z kc )(δt + δsoc)
12: Defina µk = min{µk

c , (λ
k
I )T skc /mI , αh‖h(z k )‖}.
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Método Passo Vertical

A partir de z k−1 são feitos passos que resolvem aproximadamente

min
1

2
‖h(z )‖2 s.a s ≥ 0

Para isso, utilizamos uma modificação do método proposto por Francisco,
Krejić e Mart́ınez ([4]), para resolver o problema

min r(z ) =
1

2
‖h(z )‖2 s. a l ≤ z ≤ u



Controle Dinâmico da Inviabilidade em Problemas com Restrições de Desigualdade

Método

Passo Vertical

Método Passo Vertical

Algorithm 3 Passo Vertical

1: Dado z k−1, defina zc = z k−1 e ρ = ρk−1.
2: enquanto ‖h(zc)‖ > ρ faça
3: Encontre zc tal que ‖h(zc)‖ < ρ pelo Passo Vertical Interno.
4: Atualize ρ.
5: se ‖h(zc)‖ > ε e ‖∇h(zc)Th(zc)‖ < ε então
6: Declare o problema infact́ıvel e pare com z∗ = zc ponto esta-

cionário do inviabilidade.
7: fim do se
8: fim do enquanto
9: Defina z kc = zc e ρk = ρ.
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Passo Vertical

Método Passo Vertical

Algorithm 4 Passo Vertical Interno

1: enquanto ‖h(zc)‖ > ρ faça
2: Defina m(d) = 1

2‖∇h(zc)d + h(zc)‖2
3: Calcule g = ∇m(0) = ∇h(zc)Th(zc)
4: Defina a matriz D = diag(v1, . . . , vN ), onde

vi =

 (ui − zi)
−1/2, se gi < 0 e ui <∞

(zi − li)
−1/2, se gi > 0 e li > −∞

1, caso contrário

5: Defina d = −D−2g
6: Defina lε = l + εµ(zc − l)− zc e uε = u − εµ(u − zc)− zc.
7: Defina β(d) = arg max{t ≥ 0 : lε ≤ td ≤ uε}.
8: Calcule αCP = arg minα{m(αd) : α‖Dd‖ ≤ ∆V }
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Método Passo Vertical

9: Defina P(d) =

{
d , se β(d) > 1
max{θ, 1− ‖d‖}β(d)d , caso contrário

10: Defina dCP = P(αCPd).

11: Defina ρC (d) = m(0)−m(d)
m(0)−m(dCP )

e ρh(d) = r(zc)−r(zc+d)
m(0)−m(d) .

12: Calcule d̃N , solução aproximada de mind{m(d) : ‖Dd‖ ≤ ∆V }.
13: Defina dN = P(d̃N ).
14: Encontre d̃ combinação convexa de dCP e dN tal que ρC (d̃) ≥ β1.
15: se ρh(d̃) ≥ β2 então
16: ∆V ← 2∆V

17: zc ← zc + d̃ .
18: senão
19: ∆V ← ∆V /4.
20: fim do se
21: fim do enquanto
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Método Passo Horizontal

min q(δ) =
1

2
δTBkδ + δT g(z kc )

s.a A(z kc )δ = 0,

l̃ ≤ Λ(z kc )δ ≤ ũ,

com Bk ≈W (z kc , λ
k , µk

c ) e

l̃i =

[
−∆H e

max{−∆H e, (εµ − 1)skc }

]
ũ = ∆H e

Este método é resolvido com uma modificação do método de Steihaug.
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Algorithm 5 Passo Horizontal Interno

1: Dados r0 = gkp , p0 = r0, j = 0, δ0 = 0, θ0 = 〈r0, r0〉.
2: enquanto θj > ε e θk > εθ0 faça
3: se 〈δj ,Bkδj 〉 ≤ εθj então
4: Defina δt = δj + νpj tal que l̃ ≤ Λ(z kc )δt ≤ ũ e ν minimiza

q(δj + νpj ).
5: fim do se
6: αj = θj/〈δj ,Bkδk 〉
7: se δj + αjpj < l̃ ou δj + αjpj > ũ então
8: Defina δt = δj +νpj , onde v = arg max{ν : l̃ ≤ Λ(z kc )δt ≤ ũ}.
9: fim do se

10: δj+1 = δj + αjpj .
11: r j+1 = projN (A(z k

c ))
(r j − αjBkpj )

12: θj+1 = 〈r j+1, r j+1〉; βk+1 = θj+1/θj ; pj+1 = r j+1 − βjpj .
13: fim do enquanto
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H1 f , cE e cI são C 2.

H2 As sequências {z kc } e {z k}, as aproximações Bk e os multiplicadores
{λk} permanecem uniformemente limitados.

H3 A restauração não falha e Z = {z kc } permanece longe do conjunto
singular de h, no sentido que h é regular no fecho de Z. Além disso,
se a sequência gerada {z kc } é infinita, então

‖z k+1
c − z k‖ = O(‖h(z k )‖) (5)

H4 ‖δksoc‖ = O(‖δkt ‖2)
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Convergência Convergência Global

Teorema Sob H1-H4, DCI para em um ponto estacionário para (2), em
um número finito de iterações, ou gera uma sequência com pontos
estacionários em seu conjunto de acumulação. Além disso, se as
condições

C1 ‖z k − z kc ‖ = O(‖gp(z kc , µ
k
c )‖)

C2 ‖λk − λLS (z kc , µ
k
c )‖ = O(‖gp(z kc , µ

k
c )‖)

C3 λLS (z k+1
c , µk+1

c )T (sk+1
c − sk ) = O(‖gp(z kc , µ

k
c )‖ρk )

são satisfeitas, então todo ponto de acumulação de x k
c é estacionário

para (2).
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Convergência Local

Convergência Convergência Local

Sejam {z k} e {z kc } geradas pelo algoritmo, convergentes a z∗, {λk}
convergente a λ∗ = λLS (z∗, 0). Pelo algoritmo, temos

∇f (x∗) +∇c(x∗)Tλ∗ = 0,
cE (x∗) = 0,
cI (x∗) ≥ 0,

cI (x∗)Tλ∗I = 0,
λ∗I ≤ 0.

Defina A(x ) = {i ∈ E ∪ I : ci(x ) = 0}, e A∗ = A(x∗). Defina λkA e λ∗A
como as componentes de λk e λ∗, respectivamente, correspondentes às
restrições ativas.
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Convergência Convergência Local

Suponha que V = {∇ci(x∗) : i ∈ A∗} é L.I. e que existe θ1 > 0 tal que

yT

[
∇2f (x∗) +

∑
i∈A∗

∇2ci(x
∗)λ∗i

]
y ≥ θ1‖y‖2,

para y ∈ T = {w : wT∇ci(x∗) = 0 : i ∈ E ∪ J}, onde
J = {i ∈ I : λ∗i < 0}. Defina a matriz ∇cA(x ) cujas linhas são os
vetores de V . Numa vizinhança de x∗, ∇cA(x ) tem posto linha
completo. Assim, podemos definir

λA(x ) = −[∇cA(x )∇cA(x )T ]−1∇cA(x )∇f (x ),

gA(x ) = ∇f (x ) +∇cA(x )TλA(x ),

HA(x , λ) = ∇2f (x ) +
∑
i∈A∗

∇2ci(x )λi

P(x ) = I −∇cA(x )T [∇cA(x )∇cA(x )T ]−1∇cA(x ),
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Convergência Local

Convergência Convergência Local

A1 ‖λk − λLS (z kc , µ
k
c )‖ = O(‖gp(z kc , µ

k
c )‖),

λLS (z k+1
c , µk+1

c )T (sk+1
c − sk ) = O(‖gp(z kc , µ

k
c )‖ρk )

A2 Bk é assintoticamente uniformemente definida positiva em
N (A(x k

c )), isto é, em alguma vizinhança de z∗, podemos redefinir
θ1 e definir θ2 > 0 de modo que

θ1‖y‖2 ≤ yTBky ≤ θ2‖y‖2,

para y ∈ N (A(z kc )).

A3 Para k suficientemente grande,

‖gA(x k
c )‖ = Θ(‖gkp ‖),

‖cA(x k
c )‖ = Θ(‖h(z kc )‖),

‖cA(x k )‖ = Θ(‖h(z k )‖),
‖x k+1

c − x k‖ = O(‖cA(x k )‖).
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Convergência Convergência Local

A4 Defina a matriz Z k
A cujas colunas formam uma base ortonormal para

o núcleo de ∇cA(x k
c ). Defina

δkx = −Z k
A[(Z k

A)TBk
x Z

k
A]−1(Z k

A)T gA(x k
c ),

δks = (S k
c )−1∇cI (x k

c )δkx ,

e

δkA =

[
δkx
δks

]
.

Note que se skci −→ 0, isto é, i ∈ A∗, então a componente
correspondente de δks é zero, portanto δks é limitado. Além disso,
definimos smin > 0 tal que se i 6∈ A∗, então skci ≥ smin. Assumimos
que δkA é o primeiro passo tentado pelo algoritmo se ‖δkA‖ ≤ ∆ e
skc + S k

c δ
k
s ≥ εµskc . Além disso, supomos que

P(x k
c )[Bk

x −HA(x∗, λ∗)]δkx = o(‖δkx ‖).
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Convergência Convergência Local

A5 Cada passo vertical δk+1
V = z k+1

c − z k é calculado tomando um ou
mais passos da forma

δ+V = −JT (JJT )−1h(zc),

onde J satisfaz
‖J −∇h(zc)‖ = O(‖gkp ‖).
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Convergência Local

Convergência Convergência Local

Teorema Com as hipóteses H1-H4 e A1-A5, x k e x k
c são

superlinearmente convergentes em dois passos para x∗. Se uma
restauração é calculada a cada x k , então x k converge superlinearmente
para x∗.
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Problemas Infact́ıveis

Convergência Problemas Infact́ıveis

Se o problema for infact́ıvel, o passo vertical não conseguirá encontrar
um ponto viável. No entanto, podemos mostrar que ele irá encontrar um
ponto estacionário da inviabilidade, isto é, um ponto estacionário do
problema

min ‖cE (x )‖2 + ‖c−I (x )‖2.

O método que utilizamos no passo vertical nos garante isso com as
seguintes hipóteses:

I1 A sequência gerada pelo algoritmo (vertical) é limitada.

I2 Seja L um conjunto convexo, aberto e limitado que
contém toda a sequência gerada pelo algoritmo, e todos os
pontos da forma x k + P(dk ) (definido no passo vertical).
Para todo x , y ∈ L, temos

‖∇h(x )−∇h(y)‖ ≤ 2γ0‖x − y‖.
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Resultados Computacionais

O algoritmo DCI para igualdades foi passado de FORTRAN para C++.

Implementamos a biblioteca base_matrices, um “embrulho” para a
biblioteca CHOLMOD, responsável pelo Cholesky.

Implementamos a biblioteca dcicpp.

Licensa GPL, código dispońıvel no Github.

Utiliza as bibliotecas

CHOLMOD [3] (para Cholesky, e é a base das estruturas);
MUMPS [1, 2] (alternativa para resolver os sistemas)
METIS [6] (requisito de CHOLMOD e MUMPS para uma boa
escolha de permutações)
GotoBLAS2 [7]
base matrices (feita por mim, também dispońıvel no Github)
CUTEr [5] para testes.
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Resultados Computacionais

124 problemas de Hock-Schittkowsky

Máximo de Iterações: 200

Máximo de Restaurações: 200000

Máximo de Tempo: 1 minuto

Situação %
Converge 89,52
Max. Iterações 3,22
Max. Restaurações 4,83
ρmax muito pequeno 2,42
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Resultados Computacionais

Resultados Computacionais

124 problemas de Hock-Schittkowsky

Máximo de Iterações: 200000

Máximo de Restaurações: 200000

Máximo de Tempo: 10 minutos

Situação %
Converge 90,32
Max. Iterações 0,81
Max. Restaurações 5,64
ρmax muito pequeno 3,22
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Próximos Passos

Melhorar o passo horizontal (usando BFGS?)

Comparar com o IPOPT.

Trabalhar com Jacobianas singulares.

Incluir pré-condicionador no gradiente conjugado.

Tentar fazer funcionar em 64 bits.
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